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Resumen

En este trabajo damos una definicién matematica del conjunto de puntos de difraccién
observados en imdgenes de cuasicristales de aleacién Al-Mn. El modelo se basa
en circulos concéntricos de radios ¢™ (razén durea) en el plano complejo y las
intersecciones de rectas que conectan puntos sobre dichos circulos. Verificamos
empiricamente la coincidencia con el patrén de difraccién real mediante simulaciones

en Mathematica.

Palabras clave: cuasicristales, razon aurea, difraccién, simetria pentagonal, plano

complejo.

1. Introduccién

Los cristales son disposiciones ordenadas de dtomos y presentan simetrias por traslacion
y rotacién. Para estudiar su estructura se usa la difraccion: cuando un haz de electrones
o rayos X incide sobre la muestra, las ondas se dispersan en direcciones fijadas por la
periodicidad atéomica. El patron resultante—puntos brillantes sobre fondo oscuro—revela
las simetrias del material; cada punto corresponde a una direccién privilegiada de dispersion
(pico de Bragg). El teorema de restriccion cristalogrifica establece que las simetrias de
rotacion de un cristal se limitan a los érdenes 2, 3, 4 y 6 (véase, por ejemplo, [1]). La idea
central de la demostracién es que una rotacién de dngulo 27 /n en el plano tiene polinomio
minimo de grado ¢(n) (funcién de Euler) sobre Q; para que exista una red periddica 2D

invariante, ese grado debe ser 1 o 2, lo que solo ocurre para n = 2, 3,4, 6.
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Figura 1: Patrén de difraccion electrénico de un cristal periddico. La distribucién de puntos
brillantes describe la disposicién de acuerdo con un patrén hexagonal.

Sin embargo, en 1984 se descubrieron los llamados cuasicristales [2]. Shechtman, Blech,
Gratias y Cahn publicaron figuras de difraccion por electrones de una aleacion AlggMniy
que presentaban una difraccién con puntos brillantes muy definidos pero que claramente
tenian simetria pentagonal—dicho descubrimiento hizo que Shechtman (figura 3) fuera
galardonado con el Premio Nobel de Quimica en 2011. La figura 2 muestra este patron

caracteristico (véase [3] para una introduccion a los cuasicristales).
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Figura 2: Difraccién de un cuasicristal, donde apreciamos simetria pentagonal, imposible en el
caso de los cristales periddicos.

Figura 3: Dan Shechtman (1941-2023), descubridor de los cuasicristales y Premio Nobel de
Quimica 2011.
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En este trabajo damos una definicion matematica del conjunto de puntos de difraccion
observados en las imagenes de cuasicristales, basada en la geometria del plano complejo y
la razon aurea ¢. Construimos el modelo a partir de circulos concéntricos de radios ¢" y
las intersecciones de rectas que los conectan, verificando empiricamente la coincidencia

con el patron real.

Notacion

Simbolo  Significado

) Razén aurea 1+2‘/5
{an} Conjunto de puntos de difraccion
P,  Punto k del circulo n: ¢"tei™ />

Tmmki ks Recta secundaria (definicién en la ec. 3.1)

(v) Subespacio afin de direccion v




Cuasicristales 5

2. Problema a tratar

Nuestro problema serd dar una definicién matemaética del conjunto {a,} de puntos

de difraccién. Antes de empezar, podemos realizar algunas observaciones:

El punto central de la imagen tiene mayor luminosidad que el resto de puntos

(debido al proceso de difraccién).

Observamos que hay bastantes puntos que se agrupan en pentagonos.

» Hay circunferencias, cada vez de mayor radio (formadas por diez puntos cada una),

alrededor del punto central.

Vamos a construir un modelo matematico tomando la imagen de manera infinita,

no como un trozo de plano finito.

2.1. Construccion de la definicion

Tomamos el origen en el punto central de la fotografia y consideramos que la distancia
a la circunferencia mas cercana es 1.
En el plano complejo, los diez puntos de la primera circunferencia vienen dados por

Py = ¥ RA0 — oimk/5 =0 0. (2.1)

)

Los diez puntos corresponden a las raices décimas de la unidad: la simetria pentagonal
exige dngulos de 7/5, y al considerar ambos sentidos en cada eje se obtienen 10 direcciones.
Surge la pregunta: jcudal es la distancia entre circunferencias consecutivas? ; Existe

alguna relacion de proporcionalidad?

2.2. Calculo del radio y de las circunferencias

Los puntos de la segunda circunferencia son idénticos a los de la primera salvo el radio:
Pyp=re™P  k=0,...,9 (2.2)

Nuestro objetivo es hallar el radio r. Para ello, determinamos un punto de la segunda
circunferencia como la interseccién de dos rectas conocidas (formadas por puntos de la

primera circunferencia) y calculamos el médulo de dicho punto (véase la figura 4).
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20 Construccién geométrica para el célculo del radio r; = ¢
1.5 1
1.0
0.5 1
< 0.0
_0'5_
-1.01
—-1.51
-2.0 T T T T
-2 -1 0 1 2
Figura 4: Esquema geométrico para el calculo del radio de la segunda circunferencia.
Las ecuaciones paramétricas de la recta son
s s 2w
1 = COS <5> + A {cos <5> — cos <5>] ,
(2.3)
. (T . (T . (27
ZT9 = Sin (5> + A [sin (5) — sin (5” )
Para el punto sobre el eje real imponemos x5 = 0:
0= (5) 3 () - %)
=gin | — sin{— | —sin{—)]. .
5 5 5
Despejando, \ = _sin(w;;?SZ{igzn 77 Usando los valores
sin (W) 5 V5 sin (QW) 5+ V5 (2.5)
inl—-)= in|— | = .
) 8 ) 8 7
(w) NGES (277) V5 —1 (2.6)
cos|(— | = cos | — | = .
5 4 5 4
obtenemos Y Y
541 541
P e s (2.7)
2 2
donde ¢ = 1+T‘/5 es la razon durea. Notese que ¢ satisface
¢’ =¢+1, (2.8)
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lo que explica su aparicién natural en esta construccién (el decagono regular inscribe radios

en proporcién aurea). Los radios r, = ¢"~! siguen ademés la recurrencia de Fibonacci:

¢n _ ¢n—1 + ¢n—2_
Por tanto, o = ¢.

Para el segundo radio, andlogamente se obtiene r5 = ¢2. En general,

rn=¢"' paran > 1. (2.9)

2.3. Primeras definiciones

= Circulos principales: los circulos de 10 puntos observables en la figura.

Punto principal: cualquier punto perteneciente a un circulo principal.

Rectas principales: rectas formadas por dos puntos principales de un mismo

circulo.

Rectas secundarias: rectas formadas por dos puntos principales cualesquiera.

3. Definicién final del conjunto {a,}

Los puntos de difraccién que observamos en la imagen corresponden a las intersecciones
de rectas secundarias: alli donde varias rectas se cruzan, la intensidad de la difraccion

i7Tk‘1/5

es mayor. Definimos la recta afin que pasa por ¢™e y tiene la direccién del vector

¢mei7rk1/5 + ¢n6iﬂk2/5 como
Ty = meiﬂ'kl/5 + <¢me”k1/5—|—gz5”ei”k2/5>, (31)

donde (v) denota el subespacio afin de direccién v (la recta que pasa por el origen con
direccion v, trasladada al punto indicado), y m,n € Z, ky, ko € {0,1,...,9} con ki # ko.
El conjunto {a,} de puntos de difraccién es la unién de todas las intersecciones de

pares de rectas secundarias no paralelas:

{an} - {Tm,n,kl,kz N T;n’,n’,k’l,k’z} ) (32>

con la condicién r r .
monerka T et

4. Comprobacién empirica de la definicion

Hemos dado una definicién del conjunto de puntos de difraccién; ahora verificamos si

se asemeja a la realidad. Para ello utilizamos Mathematica (Wolfram).
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El primer programa no se ajustaba completamente a la definicion, por lo que anadimos
més puntos (Programa 2). La figura 5 muestra la primera aproximacion y la figura 6 el
modelo refinado. En la figura 7 mostramos tinicamente los puntos, sin las rectas, para

apreciar mejor la estructura. La figura 8 compara nuestro modelo con la imagen real.

Figura 5: Simulacion 1: primera aproximacion al patrén de difraccion.
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Figura 6: Simulacién 2:

modelo refinado con mayor ntimero de

puntos.
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Figura 7: Patrén de puntos obtenido con nuestra definicién (sin rectas auxiliares).
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Comparacion: Modelo vs Realidad

Difraccion real (AlgsMni,)

Modelo matematico (conjunto {a,})
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Figura 8: Comparacion entre el modelo matematico y la difraccion real. Se observa la coincidencia
de los pentagonos caracteristicos.

5. Conclusiones

Aunque nuestro modelo se asemeja a la realidad y cumple las observaciones de la

seccion 2, surgieron varias cuestiones que merecen respuesta.

5.1. Cuestiones abiertas y respuestas

(Hay puntos en la foto original que no detectamos?

Si. Puede haber puntos demasiado débiles por el ruido o la resolucién experimental, o
que queden fuera del encuadre. El modelo mateméatico genera mas puntos de los que se
aprecian en la imagen.

(Es el conjunto de puntos de difraccién finito?

Depende del alcance del modelo. Si consideramos solo un ntimero finito de circulos
principales, el conjunto de intersecciones es finito. Si extendemos el modelo a todos los
circulos (n = 0,1,2,...), hay infinitas rectas secundarias y el conjunto de intersecciones es
infinito numerable, aunque discreto, como los picos de Bragg de un cuasicristal.

(Por qué los puntos tienen distinta luminosidad?

Segun nuestra definicion, los puntos mas brillantes son aquellos por los que se intersecan
mas rectas. Esta es una analogia simplificada de la fisica de la difraccion: en la realidad,
la intensidad en un pico de Bragg depende del factor de estructura; en nuestro modelo

geométrico, el nimero de rectas concurrentes juega un papel analogo.



Cuasicristales 12

5.2. Observacion sobre la teoria de Galois

La aparicion de ¢ y la simetria pentagonal no es casual desde el punto de vista
algebraico. El cuerpo Q(v/5) contiene a ¢ y est4 relacionado con las raices décimas de la
unidad. El teorema de restricciéon cristalografica puede formularse en términos del grado
de la extension Q((,) sobre Q: para n =5 (o 10), ese grado es 4, lo que implica que una
red periddica con simetria pentagonal requeriria al menos 4 dimensiones. Los cuasicristales
evitan esta restriccion al no ser periddicos en el sentido clasico.

En resumen, hemos dado una definicion matematica explicita del conjunto de puntos
de difraccién de cuasicristales con simetria pentagonal, basada en la geometria del plano
complejo y la razon aurea. El modelo reproduce el patron observado experimentalmente y
ofrece una perspectiva algebraica que conecta ¢, la simetria de orden 5 y la restriccion
cristalografica. Futuras extensiones podrian incluir el estudio de la intensidad real de los

picos o la generalizacion a otros 6rdenes de simetria.
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A. Esquema del algoritmo de interseccién de rectas

Para generar el conjunto {a,} segin la definicién de la seccién 3, el algoritmo procede

como sigue:

1. Generar circulos principales. Para cada n =1, ..., Ny4y, calcular los 10 puntos
Py =¢" ™5 |k =0,...,9.

2. Generar rectas secundarias. Para cada par de puntos (P, x,, Pn,) con ki # ko,

construir la recta afin que pasa por P, ;, con direccién P, x, + Py, i, (segtn la ec. 3.1).

3. Calcular intersecciones. Para cada par de rectas secundarias no paralelas, resolver

el sistema lineal 2x2 para obtener el punto de interseccién.

4. Filtrar y representar. Eliminar duplicados (puntos muy cercanos) y representar

los puntos en el plano complejo.

El pardmetro Nz controla el nimero de circulos considerados; a mayor N4, més

puntos se generan y la imagen se aproxima mejor al modelo infinito.
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